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Luku 1
Johdanto
Tässä matematiikan opettajalinjan pro gradu -tutkielmassa tutkitaan monikulmiolukuja
sekä Eulerin viisikulmiolukulausetta. Tutkielma rakentuu kahdesta osasta, joista esimmäi-
sessä käsitellään aiheita matemaattisesti ja toisessa pohditaan opettajan näkökulmasta,
miten monikulmiolukuja voisi soveltaa yläkoulun matematiikassa.
Matemaattisen osion kahdessa ensimmäisessä luvussa tarkastellaan monikulmioluku-
ja sekä niiden ominaisuuksia. Ensimmäinen luku käsittelee monikulmiolukuja yleisesti,
kun taas toisessa luvussa syvennytään enemmän yhteen monikulmiolukuryhmään, viisi-
kulmiolukuihin. Toisessa luvussa näytetään joitakin ensimmäsessä luvussa monikulmiolu-
vuille yleisesti saatuja tuloksia viisikulmioluvuille sekä esitellään muun muassa yleistetyt
viisikulmioluvut, jotka ovat tärkeässä osassa tutkielman kolmannessa luvussa. Matemaat-
tisen osion viimeisessä luvussa todistetaan kahdella tavalla Eulerin viisikulmiolukulause
sekä näytetään sen merkitys kokonaislukujen ositusten kannalta.
Tutkielman pedagoginen osa on monikulmiolukuja käsittelevä opetuspaketti, jonka
tarkoituksena on tukea yläkoululaisten matemaattista ajattelua. Paketti sisältää moni-
kulmiolukuihin liittyvän historiaosion, teoriaa sekä tehtäviä. Teoriaosuudet on tarkoitettu
lähinnä opettajien käyttöön, mutta niistä ei löydy kattavia todistuksia joka asiaan. Ma-
temaattinen osa on kuitenkin tarkoitettu täydentämään opetuspakettia niin, että tarvit-
taessa puuttuvan todistuksen voi etsiä sieltä.
Paketin tehtävät ovat eritasoisia, ja ne sopivat siksi hyvin eriyttämiseen. Paketin sisäl-
tö ei kuitenkaan sovi suoraan mihinkään perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa
oleviin matematiikan sisältöihin, joten opetuspaketin käyttöönotto tavallisessa luokkao-
petuksessa ei välttämättä onnistu. Paketti soveltuu kuitenkin loistavasti esimerkiksi ma-
tematiikkakerhotoimintaan.
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Luku 2
Monikulmioluvut
Monikulmioluvut ovat lukuja, jotka voidaan esittää pisteiden avulla säännöllisten moni-
kulmioiden muodossa. Monikulmioluvut ovat Pythagoraan ja hänen kannattajiensa meille
jättämää perintöä, joka todennäköisesti kehitettiin laskukivien avulla tehdyillä kokeiluilla,
kun pyrittiin samaistamaan luvut pisteistöihin. Kuviolukuja ovat esimerkiksi kolmioluvut
1, 3, 6, ...,
· · ·
neliöluvut 1, 4, 9, ... ,
· · ·
viisikulmioluvut 1, 5, 12, ...
3
· · ·
ja kuusikulmioluvut 1, 6, 15,...
· · ·
Yleisesti n-kulmiolukujen ensimmäinen luku on aina 1 ja toinen luku n. Seuraava luku
saadaan aina lisäämällä n-kulmion kahdelle sivulle yhdet pisteet, ja täydentämällä tämän
jälkeen kuvio n-kulmioksi lisäämällä pisteitä niin, että jokaiselle sivulle tulee yhtä monta
pistettä. n-kulmion k. termi M(n, k) on muotoa
M(n, k) = (
n
2
− 1)k2 − (n
2
− 2)k.
Kun tästä yhtälöstä ratkaistaan k, saadaan aikaiseksi yleinen kaava, jonka avulla voidaan
selvittää, mikä k:n arvo tuottaa annetun n-kulmioluvun M(n, k). Merkintöjen selkiyttä-
miseksi merkitään n-kulmiolukua M(n, k) = x. Nyt
(
n
2
− 1)k2 − (n
2
− 2)k − x = 0,
joten
k =
(
n
2
− 2)±
√
(−(n
2
− 2)2 − 4 · (n
2
− 1) · (−x)
2(
n
2
− 1)
=
n
2
− 2±
√
n2
4
− 2n+ 4 + 2nx− 4x
n− 2 .
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Lavennetaan nyt yhtälö luvulla 2:
k =
2(
n
2
− 2)± 2
√
n2
4
− 2n+ 4 + 2nx− 4x
2(n− 2)
=
2n
2
− 4±
√
4(
n2
4
− 2n+ 4 + 2nx− 4x)
2(n− 2)
=
n− 4±
√
4n2
4
− 8n+ 16 + 8nx− 16x
2n− 4
=
n− 4±√n2 − 8n+ 16 + 8nx− 16x
2n− 4
=
n− 4±√(n− 4)2 + (8n− 16)x
2n− 4
Koska kuvioluvut eivät voi olla negatiivisia, kelpaa ratkaisuksi ainoastaan
k =
√
(8n− 16)x+ (n− 4)2 + n− 4
2n− 4 .
Sen lisäksi, että jokaiselle monikulmioluvulle M(n, k) saadaan muodostettua yleinen
kaava, voidaan kahden peräkkäisen monikulmioluvun erotuksen avulla muodostaa summa-
kaava kullekin monikulmioluvulle. Kahden peräkkäisen monikulmioluvun erotus saadaan
laskemalla
M(n, k)−M(n, k − 1) = (n
2
− 1)k2 − (n
2
− 2)k − [(n
2
− 1)(k − 1)2 − n
2
− 2)(k − 1)]
=
n
2
− 1)k2 − n
2
− 2)k − [(n
2
− 1)(k2 − 2k + 1)− (n
2
k − n
2
− 2k + 2)]
=
 
  
n
2
k2 − k2 −


n
2
k +2k −
 
  
n
2
k2 + kn− n
2
+ k
2 −2k + 1 +


n
2
k − n
2
− 2k + 2
= kn− n
2
+ 1− n
2
− 2k + 2
= kn− n− 2k + 3
= (n− 2)k − n+ 3,
josta summakaava monikulmioluvulle M(n, k) on muotoa
M(n, k) =
k∑
m=1
(n− 2)m− n+ 3.
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Nyt esimerkiksi viides neliöluku saadaan laskettua kaavalla
M(4, 5) =
5∑
m=1
(4− 2)m− 4 + 3
=
5∑
m=1
2m− 1
= 2 · 1− 1 + 2 · 2− 1 + 2 · 3− 1 + 2 · 4− 1 + 2 · 5− 1
= 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25.
Kun ensimmäisiä monikulmiolukuja M(n, k) taulukoidaan, voidaan niiden väliltä löy-
tää säännönmukaisuuksia:
n\k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
4 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
5 1 5 12 22 35 51 70 92 117 145
6 1 6 15 28 45 66 91 120 153 190
7 1 7 18 34 55 81 112 148 189 235
8 1 8 21 40 65 96 133 176 225 280
9 1 9 24 46 75 111 154 204 261 325
10 1 10 27 52 85 126 175 232 297 370
erotus 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45
Taulukon alimmalle riville on kirjattu kunkin pystyrivin termien välinen erotus. Huoma-
taan, että erotukset ovat kolmiolukuja. Tästä saadaankin muotoiltua monikulmioluvuille
M(n, k) tulos
M(n+ 1, k) =M(n, k) +M(3, k − 1).
Tulos voidaan osoittaa helposti käyttämällä avuksi monikulmioluvun yleistä kaavaa:
Todistus. Muotoillaan aluksi termi M(n+ 1, k)
M(n+ 1, k) = (
n+ 1
2
− 1)k2 − (n+ 1
2
− 2)k
=
n+ 1− 2
2
k2 − n+ 1− 4
2
k
=
n− 1
2
k2 − n− 3
2
k
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ja sitten termien M(n, k) ja M(3, k − 1) summa
M(n, k) +M(3, k − 1) = (n
2
− 1)k2 − (n
2
− 2)k + [(3
2
− 1)(k − 1)2 − (3
2
− 2)(k − 1)]
=
n− 1
2
k2 − n− 4
2
k + [
1
2
(k2 − 2k + 1) + 1
2
(k − 1)]
=
n− 1
2
k2 − n− 4
2
k + [
1
2
k2 − k + 1
2
+
1
2
k − 1
2
]
=
n− 1
2
k2 − n− 4
2
k +
1
2
k2 − 1
2
k
=
n− 2 + 1
2
k2 − n− 4 + 1
2
k
=
n− 1
2
k2 − n− 3
2
k =M(n+ 1, k),
jonka huomataan olevan sama kuin termi M(n+ 1, k). 
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Luku 3
Viisikulmioluvut
Viisikulmioluvut ovat kuviolukuja, jotka muodostavat viisikulmioita. Luvut saadaan las-
kettua kaavan
Pn =
3n2 − n
2
avulla, kun n ≥ 1.
Taulukkoon on taulukoitu 99 ensimmäistä viisikulmiolukua:
8
Pn 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 5 12 22 35 51 70 92 117
1 145 176 210 247 287 330 376 425 477 532
2 590 651 715 782 852 925 1001 1080 1162 1247
3 1335 1426 1520 1617 1717 1820 1926 2035 2147 2262
4 2380 2501 2625 2752 2882 3015 3115 3290 3432 3577
5 3725 3876 4030 4187 4347 4510 4676 4845 5017 5192
6 5370 5551 5735 5922 6112 6305 6501 6700 6902 7107
7 7315 7526 7740 7957 8177 8400 8626 8855 9087 9322
8 9560 9801 10 045 10 292 10 542 10 795 11 051 11 310 11 572 11 837
9 12 105 12 376 12 650 12 927 13 207 13 490 13 776 14 065 14 357 14 625
3.1 Viisikulmiolukujen ominaisuuksia
Viisikulmiolukuja voidaan taulukoida myös hieman toisentyyppiseen taulukkoon:
n 0 1 2 3 4 5 6
Pn 0 1 5 12 22 35 51
erotus 1 4 7 10 13 16
erotus 3 3 3 3 3
Taulukon 3. rivi kuvaa peräkkäisten viisikulmiolukujen erotusta ja 4. rivi puolestaan ero-
tusten erotusta. Taulukosta nähdään, että peräkkäisten viisikulmiolukujen erotusten ero-
tus on aina 3. (Tämä tulos osoitetaan hieman myöhemmin.) Taulukon 3. riviltä voidaan
huomata, että viisikulmiolukuja voidaan lähestyä määritelmän lisäksi myös toisella taval-
la. Sen lisäksi, että viisikulmioluvut ovat muotoa
Pn =
n(3n− 1)
2
,
jokainen viisikulmioluku pn voidaan johtaa myös laskemalla yhteen aritmeettisen sarjan
1, 4, 7, 10, 13, ..., 3m− 2
ensimmäiset n termiä. Esimerkiksi luku P3 saadaan laskettua
P3 =
3∑
m=1
3m− 2 = (3 · 1− 2) + (3 · 2− 2) + (3 · 3− 2) = 1 + 4 + 7 = 12.
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Kahden peräkkäisen termin erotus on siis 3m − 2, joka voidaan osoittaa myös yleisten
termien Pn ja Pn−1 avulla:
Pn − Pn−1 = n(3n− 1)
2
− (n− 1)(3(n− 1)− 1)
2
=
3n2 − n
3
− (n− 1)(3n− 4)
2
=
3n2 − n
2
− 3n
2 − 3n− 4n+ 4
2
=
3n2 − n−3n2 + 3n+ 4n− 4
2
=
6n− 4
2
= 3n− 2, kun n = 2, 3, ...
Nyt peräkkäisten termien erotus voidaan kirjoittaa myös summakaavojen avulla
Pn − Pn−1 =
n∑
m=1
3m− 2−
n−1∑
m=1
3m− 2
= 3 · 1− 2 + 3 · 2− 2 + ...+ 3(n− 1)− 2 + 3n− 2
− (3 · 1− 2 + 3 · 2− 2 + ...+ 3(n− 1)− 2)
=1 + 4 + ...+
3n− 5 + 3n− 2−1− 4− ...−3n+ 5
= 3n− 2,
ja saadaan osoitettua, että viisikulmioluvut ovat aiemmin esitellyn aritmeettisen sarjan
termien summia.
Koska peräkkäisten termien n− 1 ja n erotus on 3n− 2, ja termien n ja n+ 1 erotus
on
3(n+ 1)− 2 = 3n+ 3n+ 3− 2 = 3n+ 1,
sillä
(n+ 1)(3(n+ 1)− 1)
2
− n(3n− 1)
2
=
(n+ 1)(3n− 2)
2
− 3n
2 − n
2
=
3n2 + 5n+ 2
2
−
3n2 − n
2
=
6n+ 2
2
= 3n+ 1,
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erotusten erotukseksi saadaan
3n+ 1− (3n− 2) = 3n+ 1− 3n+ 2 = 3.
Erotusten erotus on siis kolme kaikilla luvun n ∈ N arvoilla.
Viisikulmiolukutaulukkoa tarkasteltaessa huomataan, että viisikulmioluvut P8, P24,
P49 ja P83 voidaan kirjoittaa kahden muun viisikulmioluvun summana:
P8 = P4 + P7, P24 = P7 + P23, P49 = P10 + P48, P83 = P13 + P82.
Kun katsotaan yhtälöiden oikeaa puolta tarkemmin, huomataan, että ensimmäinen termi
Ps saadaan, kun toisen termin Pn alaindeksi n sijoitetaan kaavaan 3n + 1. Esimerkiksi
summalle
P8 = P4 + P7
3 · 7 + 1 = 21 + 1 = 22 = p4.
Muodostetaan nyt luvulle 3n+ 1 viisikulmioluku P3n+1:
P3n+1 =
(3n+ 1)(3(3n+ 1)− 1)
2
=
(3n+ 1)(9n+ 3− 1)
2
=
1
2
(3n− 1)(9n+ 2)
=
1
2
(27n2 + 15n+ 2).
Toisaalta, koska
Pm − Pm−1 = 3m− 2 = 1
2
(27n2 + 15n+ 2),
niin saadaan
3m =
27
2
n2 +
15
2
n+ 1 + 2
m =
9
2
n2 +
5
2
n+ 1 =
1
2
(9n2 + 5n+ 2).
Tästä seuraa ensimmäinen peräkkäisten viisikulmiolukujen summaa koskeva lause.
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Lause 3.1.1 Kaikille kokonaisluvuille n ≥ 1 pätee
P(9n2+5n+2) = P3n+1 + P(9n2+5n)
Todistus. Koska Pm − Pm−1 = P3n+1 ja m = 1
2
(9n2 + 5n+ 2), saadaan
m− 1 = 1
2
(9n2 + 5n+ 2)− 1
=
1
2
(9n2 + 5n+ 2− 2)
=
1
2
(9n2 + 5n),
jolloin
P(9n2+5n+2) − P(9n2+5n) = P3n+1
Pm − Pm−1 = P3n+1.
Lause 3.1.2 Kaikille positiivisille kokonaisluvuille n pätee
P(9(3n)2+5(3n)+2) = P3(3n)+1 + P(9(3n)2+5(3n))
= P 1
8
(6561n4+2430n3+495n2+50n+8) − P 1
8
(6561n4+2430n3+495n2+50n).
Todistus. Ensimmäinen yhtäsuuruus on selvä lauseen 4.1 nojalla. Osoitetaan kui-
tenkin, että myös toinen yhtäsuuruus pätee. Puretaan ensin auki luku p(81n2+15n+2):
P(81n2+15n+2) =
1
2
(81n2 + 15n+ 2)(3 · 1
2
(81n2 + 15n+ 2)− 1)
2
=
(81n2 + 15n+ 2)(243n2 + 45n+ 6− 2)
8
=
(81n2 + 15n+ 2)(243n2 + 45n+ 4)
8
=
19686n4 + 3645n3 + 324n2 + 3645n3 + 625n2 + 60n+ 486n2 + 90n+ 8
8
=
19683n4 + 7290n3 + 1435n3 + 150n+ 8
8
.
Kun tarkastellaan toista yhtäsuuruutta tarkemmin, huomataan, että yhtälön oikealla puo-
lella on kahden peräkkäisen viisikulmioluvun Ps − Ps−1 erotus. Nyt voidaan siis ratkaista
12
s:
Ps − Ps−1 = P(81n2+15n+2),
=
1
8
(19683n4 + 7290n3 + 495n2 + 50n+ 8),
Ps − Ps−1 = 3s− 2
3s− 2 = 1
8
(19683n4 + 7290n3 + 495n2 + 50n+ 8),
3s =
1
8
(19683n4 + 7290n3 + 495n2 + 50n+ 8 + 16),
s =
1
8
(6561n4 + 2430n3 + 495n2 + 50n+ 8).
Nyt koska n on kokonaisluku, on myös s kokonaisluku, jolloin saatiin, että sama viisikul-
mioluku voidaan kirjoittaa kahden eri viisikulmioluvun summana ja kahden eri viisikul-
mioluvun erotuksena. 
Nyt esimerkiksi luvulle n = 1 saadaan
P49 = P10 + P48 = P1193 − P1192
eli
3577 = 145 + 3432 = 2134277− 2130700
ja luvulle n = 2 saadaan
P178 = P19 + P177 = P15813 − P15812
eli
47437 = 532 + 46905 = 375068547− 375021110.
Kun tarkastellaan viisikulmiolukutaulukkoa lisää, voidaan huomata yhteys viisikul-
mioluvun Psn ja luvun n välillä, sillä jokainen positiivinen kokonaisluku pystytään esittä-
mään äärettömän monella tavalla sellaisen neliöjuurilausekkeen avulla, joka sisältää viisi-
kulmioluvun.
Lause 3.1.3 Jokainen positiivinen kokonaisluku n voidaan esittää muodossa
n =
1 +
√
1 + 24Ps·n
6 · s
13
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla s.
Todistus. Viisikulmioluvun määritelmästä saadaan
Psn =
sn(3 · sn− 1)
2
=
3(sn)2 − sn
2
,
joten
3s2n2 − sn− 2Psn = 0
ja edelleen
n =
s±√(−s)2 − 4(3s2)(−2Psn)
2 · 3s2
=
s±√s2 − 24s2Psn
6s2
= 
s± s
√
1 + 24Psn
6s · s
=
1±√1 + 24Psn
6s
.
Koska n on positiivinen kokonaisluku, saadaan
n =
1 +
√
1 + 24Psn
6s
.
Edellä saatu tulos muistuttaa hieman yleistä kaavaa, jolla saadaan tarkistettua, onko
jokin luku viisikulmioluku. Tarkistuskaava saadaan aikaiseksi yleisestä monikulmioluvun
M(n, k) = x kaavasta
k =
√
(8n− 16)x+ (n− 4)2 + n− 4
2n− 4)
sijoittamalla luvun n paikalle luku 5, koska kyseessä on viisikulmioluku. Viisikulmiolu-
vuille saadaan siis tarkistuskaava
k =
√
(8 · 5− 16)x+ (5− 4)2 + 5− 4
2 · 5− 4)
=
√
24x+ 1 + 1
6
.
Nyt siis jokin luku x on viisikulmioluku, jos se voidaan sijoittaa yllä olevaan kaavaan ja
tulokseksi saadaan kokonaisluku k.
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3.2 Yleistetyt viisikulmioluvut
Yleistetyt viisikulmioluvut saadaan aikaiseksi, kun hyväksytään n:n arvoiksi myös nega-
tiiviset luvut. Aiemmin käytettyä taulukkoa voidaan nyt laajentaa vasemmalle:
n −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
Pn 40 26 15 7 2 0 1 5 12 22 35
erotus −14 −11 −8 −5 −2 1 4 7 10 13
erotus 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Yleistettyjä viisikulmiolukuja ovat 0, 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77,
92, 100, 117, 126, 145, 155, 176, 187, 210, 222, 247, 260, 287, 301, 330, 345, 376, 392, 425,
442, 477, 495, 532, 551, 590, 610, 651, 672, 715, 737, 782, 805, 852, 876, 925, 950, 1001,
1027, 1080, 1107, 1162, 1190, 1247, 1276, 1335... Yleistetyt viisikulmioluvut voidaan nyt
määritellä kaavalla
Pn =
n(3n± 1)
2
.
Yleistetyt viisikulmioluvut eroavat varsinaisista viisikulmioluvuista, koska niitä ei voida
piirtää kuviolukujen tapaan pisteiden avulla viisikulmioiden muotoisiksi kuvioiksi. Yleis-
tetyt viisikulmioluvut ovat kuitenkin läheisesti sukua keskitetyille kuusikulmioluvuille. Jo-
kainen keskitetty kuusikulmioluku voidaan kirjoittaa kahden yleistetyn viisikulmioluvun
summana. Viisikulmioluvuista suurempi on aina varsinainen viisikulmioluku.
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Luku 4
Viisikulmiolukulause
Eulerin viisikulmiolukulause. Jos |q| < 1, pätee että
∞∏
m=1
(1− qm) = 1− q − q2 + q5 + q7 − q12 − q15 + · · ·
= 1 +
∞∑
n=1
(−1)n q(3n2−n)/2 + q(3n2−n)/2 =
∞∑
−∞
(−1)nq(3n2±n)/2.
4.1 Algebrallinen todistus
Todistetaan tulos välillä 0 ≤ q < 1 ja laajennetaan se sitten tapaukseen |q| < 1 analyyt-
tisen jatkamisen nojalla. Määritellään aluksi, että P0 = S0 = 1, ja kun n ≥ 1, pätee
Pn =
n∏
r=1
(1− qr) ja Sn = 1 +
n∑
r=1
[(−1)r q(3r2−r)/2 + q(3r2−r)/2].
Koska 0 ≤ q < 1, lähestyy erotus 1 − qr lukua 1, kun r kasvaa rajatta. Se, kuinka
nopeasti erotus 1 − qr lähestyy lukua 1, riippuu luvusta q: Mitä lähempänä lukua 1 q
on, sitä hitaammin erotus lähestyy lukua 1. Kaikki erotukset 1− qr lähestyvät kuitenkin
lukua 1, joten tulo (1− q)(1− q2)(1− q3) · · · suppenee luvusta q riippuvaan arvoon. Mitä
lähempänä lukua 1 luku q on, sitä lähempänä nollaa tulon raja-arvo on. Nyt siis ääretön
tulo
∏
(1 − qm) suppenee, joten Pn −→
∏
(1 − qm), kun n −→ ∞. Osoitetaan tämä
käyttämällä Shanksin metodia todistamalla, että
(4.1) |Sn − Pn| ≤ nqn+1.
Kun nqn+1 −→ 0 ja n −→ ∞, edellinen todistaa Eulerin viisikulmiolukulauseen, kun
0 ≤ q < 1. Yhtälön (4.1) todistamikseksi määritetään g(r) = r(r + 1)
2
ja esitellään
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summat
Fn =
n∑
r=0
(−1)rPn
Pr
qrn+g(r).
Osoitetaan ensin, että Fn = Sn. Helposti saadaan todistettua, että F1 = S1 = 1−q−q2:
F1 = (−1)0 · 1− q
1
· q0·1+g(0)+(−1)1 · 1− q
1− q · q
1·1+g(1) = (1−x) · qg(0)− q1+g(1) = 1− q− q2,
S1 = 1− 1 · (qω(1) + qω(−1)) = 1− q − q2.
Siis, jos näytetään, että
Fn − Fn−1 = Sn − Sn−1 tai Fn − Sn = Fn−1 − Sn−1,
niin tämä osoittaa, että Fn = Sn kaikilla n ≥ 1. Nyt
Fn − Fn−1 =
n∑
r=0
(−1)rPn
Pr
qrn+g(r) −
n−1∑
r=0
(−1)rPn−1
Pr
qr(n−1)+g(r).
Koska ensimmäisessä summassa termi Pn voidaan kirjoittaa muotoon Pn = (1− qn)Pn−1,
saadaan sitä muokattua niin, että otetaan summasta ulos se termi, jolle r = n, jolloin
Fn − Fn−1 = (−1)nqn2+g(n) +
n−1∑
r=0
(−1)rPn−1
Pr
(1− qn) · qrn+g(r) −
n−1∑
r=0
(−1)rPn−1
Pr
qr(n−1)+g(r)
= (−1)nqn2+g(n) +
n−1∑
r=0
(−1)rPn−1
Pr
(qrn+g(r) − qrn+g(r)+n)−
n−1∑
r=0
(−1)rPn−1
Pr
qr(n−1)+g(r)
= (−1)nqn2+g(n) +
n−1∑
r=0
(−1)rPn−1
Pr
qrn+g(r) −
n−1∑
r=0
(−1)rPn−1
Pr
qn(r+1)+g(r)
=
n−1∑
r=0
(−1)rPn−1
Pr
qr(n−1)+g(r).
Nyt kun lasketaan yhteen ensimmäinen ja kolmas summa, huomataan, että termit, joissa
r = 0 kumoutuvat, jolloin summaaminen aloitetaan arvosta r = 1. Muutetaan nyt myös
lausekkeen toisen summan summausindeksi r olemaan r = 1, jolloin saadaan
Fn − Fn−1 = (−1)nqn2+g(n) +
∑
r=1
Pn−1
Pr
qr(n−1)+g(r)(qr − 1)−
n∑
r=1
(−1)r−1Pn−1
Pr−1
qrn+g(r−1).
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Koska
qr − 1
Pr
=
qr − 1
(1− x)(1− q2) · · · (1− qr−1)(1− qr)
= 
(qr − 1)
 −(1− q)(1− q2) · · · (1− qr−1)(qr−1)
=
−1
Pr−1
ja
r(n-1) + g(r) = rn− r + r(r + 1)
2
= rn− r + r
2 + r
2
=
2rn− 2r + r2 + r
2
=
r2 + 2rn− r
2
= rn+
r2 + r
2
= rn+
(r − 1)(r − 1 + 1)
2
= rn + g(r-1),
niin kaksi viimeistä summaa kumoutuvat termi termiltä lukuun ottamatta toisen summan
termiä r = n. Saadaan siis
Fn − Fn−1 = (−1)nqn2+g(n) + (−1)nqn2+g(n−1).
Nyt huomataan, että
n2 + g(n) = n2 +
n(n+ 1)
2
=
3n2 + 1
2
ja n2 + g(n− 1) = 3n
2 − n
2
,
jolloin
Fn − Fn−1 = (−1)n[q 3n
2−n
2 + q
3n2+n
2 ] = Sn − Sn−1,
ja siksi kaikilla n ≥ 1 pätee, että Fn = Sn. Sarjan Fn määritelmän mukaan sen ensimmäi-
nen termi F0 = Pn, joten indeksointi voidaan aloittaa arvosta r = 1, jolloin saadaan
(4.2) Fn = Pn +
n∑
r=1
(−1)rPn
Pr
qrn+g(r).
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Koska
Pn
Pr
≤ 1, kun r = 1, 2, ..., n ja 0 ≤ q < 1, voidaan kirjoittaa
|Sn − Pn| = |Fn − Pn|
= |Pn +
n∑
r=1
(−1)rPn
Pr
qrn+g(r) − Pn|
≤ |
n∑
r=1
(−1)rqrn+g(r)|
= |(−1)1qn+1 + (−1)2q2n+3 + ...+ (−1)n−1q(2n2+n)/2 + (−1)nq(3n2+n)/2︸ ︷︷ ︸
n
|
≤ n | (−1)qn+1| = nqn+1.
Nyt on siis todistettu, että viisikulmiolukulause pätee, kun 0 ≤ q < 1. Analyyttisen
jatkamisen perusteella lause pätee kuitenkin myös silloin, kun −1 < q ≤ 0, ja siis lause
on todistettu, kun |q| < 1. 
4.2 Kombinatorinen todistus
Viisikulmiolukulauseelle voidaan antaa kombinatorinen esitystapa ja todistus luvun n
erilaisten ositusten avulla. Lausekkeen vasen puoli on generoiva funktio luvun n parillisten
ja parittomien ositusten erotukselle. Muuttujan qn kerroin lausekkeessa
(1− q)(1− q2)(1− q3) · · ·
on
(4.3)
∑
(−1)m,
jossa m on luvun n ositusten osien lukumäärä. Esimerkiksi luvun 8 ositus 4+3+1 antai-
si muuttujalle q8 kertoimen (−1)3. Merkinnässä (4.3) luvulla m tarkoitetaan kuitenkin
erotusta E(n) − O(n), jossa E(n) on luvun n parillisten ositusten lukumäärä ja O(n)
parittomien ositusten lukumäärä.
Nyt tuloa (1 − q)(1 − q2)(1 − q3) · · · voidaan purkaa ositusten avulla auki käyttäen
hyväksi Youngin diagrammeja:
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[3]
Huomataan, että kaikki muut termit kumoutuvat, lukuun ottamatta niitä termejä,
jotka toteuttavat viisikulmiolukulauseen. Tästä saadaan∏
m≥1
(1− qm) = 1− q − q2 + q5 + q7 + · · ·
Tulolle voidaan piirtää Youngin diagrammit nyt vielä niin, että kumoutuneet termit jä-
tetään pois:
[3]
Kun katsotaan yllä esitettyä kuvaa, huomataan, että lauseen viisikulmioluvut ovat myös
porraslukuja, jotka voidaan kirjoittaa kahden tai useamman peräkkäisen kokonaisluvun
summana (esim. 5 = 3 + 2).
Lause 4.2.1 Luonnollinen luku voidaan kirjoittaa peräkkäisten luonnollisten lu-
kujen summana yhtä monella tavalla kuin sillä on lukua yksi suurempia parittomia teki-
jöitä.
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Todistus.
Luonnollisen luvun n tekijöiden summa saadaan laskettua, kun kerrotaan summattavien
lukujen lukumäärällä keskimmäinen summattava. Jos luvulla on pariton määrä 2k + 1
tekijöitä ja keskimmäinen termi on m, saadaan tekijöiden summaksi m(2k + 1). Jos taas
luvulla on parillinen määrä 2m tekijöitä ja keskimmäisiä summattavia ovat k ja k + 1,
jolloin keskimmäisten termien keskiarvo on k+ , saadaan tekijöiden summaksi 2m(k+) =
m(2k + 1).
Oletetaan nyt, että n on luonnollinen luku. Osoitetaan ensin, että kaikille luvuille
k > 0, joille (2k + 1)m = n, voidaan kirjoittaa peräkkäisten luonnollisten lukujen sum-
mana niin, että summan arvo on n. Käsitellään kaksi tapausta:
i) Jos m ≥ k + 1, niin summassa on 2k+1 termiä niin, että keskimmäinen termin
m molemminpuolin on k termiä. Koska m on tekijöiden keskiarvo, summaksi saadaan
(2k + 1)m = n. Nyt koska m ≥ k + 1, on sarjan ensimmäinen termi positiivinen.
ii) Jos m < k+1, niin sarja alkaisi negatiivisella luvulla. Tämä ei kuitenkaan ole mah-
dollista, joten luodaan sarja, jonka keskimmäiset termit ovat k ja k + 1. Keskimmäisten
termien molemmin puolin on m − 1 termiä. Nyt siis termien keskiarvo on k + , jolloin
summaksi saadaan 2m(k + ) = m(2k + 1) = n.
Kohtien i) ja ii) sarjat ovat eri sarjoja, koska niiden keskimmäiset termit ovat eri ter-
mejä. Nyt nähdään siis, että molemmat peräkkäisten luonnollisten lukujen muodostamat
sarjat summautuvat luvuksi n, ja että kummassakin tapauksessa esiintyy luvun n pariton
tekijä.
i) Jos sarjassa on 2k + 1 termiä, ja keskimmäinen termi on m, niin n = (2k + 1)m ja
2k + 1 on kaivattu pariton tekijä.
ii) Jos sarjassa puolestaan on 2m termiä, ja keskimmäiset termit ovat k ja k + 1, niin
n = 2m(k + 1/2) = m(2k + 1) ja 2k + 1 on etsitty pariton tekijä.
Koska jokainen yhtä suurempi pariton tekijä tuottaa erillisen sarjan ja jokainen erilli-
nen sarja parittoman yhtä suuremman tekijän, on sarjoja yhtä monta kuin yhtä suurempia
parittomia tekijöitä. 
Nyt siis kaikki luvut, lukuun ottamatta luvun 2 potensseja, joilla ei ole parittomia yhtä
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suurempia tekijöitä, ovat porraslukuja. Näin siis myös viisikulmioluvut ovat porraslukuja.
Yllä esitetystä kuviosta nähdään, että muuttajan kerroin vaihtelee lukujen −1 ja +1
välillä. Jos luvulla n on enemmän parillisia osituksia (E(n) > O(n)), tulee muuttujan
eteen kertoimeksi +1, kun taas jos luvulla on enemmän parittomia osituksia (O(n) >
E(n)), muuttuja saa kertoimen −1. Tästä seuraa tulos
E(n) = O(n) kaikilla n 6= 1
2
k(3k ± 1),
kun E(n)−O(n) = (−1)k.
Esimerkiksi luvulle 7 voidaan tehdä ositukset seuraavasti:
7 = 6 + 1 = 5 + 2 = 4 + 3 = 4 + 2 + 1
E(7) = 3, O(7) = 2, E(7)−O(7) = 1,
ja 7 =
1
2
· 2 · (3 · 2 + 1), k = 2
Nyt siis muuttujan q7 kertoimeksi saadaan +1.
Todistus.
Osoitetaan, että aiemmin esitettyjen ositusten välillä on bijektio. Bijektio ei voi olla suora,
koska muuten E(n) = O(n) pätisi kaikille n. Otetaan verkko G, joka esittää luvun n
kaikkia erilaisia osituksia kasvavassa järjestyksessä. Verkon alinta riviä AB kutsutaan
verkon pohjaksi β. Pohja voi koostua myös yhdestä pisteestä. Janaa pisteestä C pisteeseen
E kutsutaan verkon jyrkkyydeksi σ.
Verkossa G pohjan pisteiden lukumäärä on kaksi. Tätä merkitään β = 2. Verkon
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jyrkkyys puolestaan on kolme, koska pisimmällä sivujanalla on kolme pistettä. Jyrkkyytä
merkitään σ = 3.
Verkoille voidaan tehdä kahdentyyppisiä operaatioita, operaatiot A ja B. Operaatio
A siirtää pohjan β pisteet sivujanan σ viereen, jolloin verkolle muodostuu uusi jyrkkyys.
Operaatio B puolestaan siirtää sivujanan σ pisteet uudeksi pohjaksi. Jos operaatio A on
sallittu, niin luvulla n on uusi ositus, mutta se koostuu vähemmistä osista kuin aiemmin.
Jos taas operaatio B on sallittu, on luvulla n uusi ositus, johon kuuluu enemmän osia
kuin aiemmin.
Kun verkolle G eli luvulle 23 tehdään operaatio A, saadaan aikaan uusi verkko H:
Nyt siis luvulla 23 saatiin uusi ositus, jossa on vähemmän rivejä eli yhteenlaskettavia
osia kuin aiemmin. Operaatiota B puolestaan ei voida tehdä verkolle G, koska pohjassa
on vähemmän pisteitä kuin sivujanalla, ja verkon rivien tulee olla aina kasvavassa järjes-
tyksessä.
Voidaankin tehdä yleiset säännöt sille, milloin operaatiot A ja B ovat sallittuja:
(1) b < s,
(2) b = s,
(3) b > s.
Tapauksessa (1) b < s, joten b ≤ s− 1. Nyt pohjassa on siis vähemmän pisteitä kuin
sivujanalla, joten pohja voidaan siirtää uudeksi sivujanaksi, kuten verkossa I on tehty.
Operaatio A on siis sallittu, mutta operaatio B ei ole. Tapauksessa (2) b = s eli pohjalla
ja sivujanalla on yhtä paljon pisteitä. Sivujanaa ei siis voida siirtää alkuperäisen pohjan
alle uudeksi pohjaksi, koska verkon rivien suuruusjärjestys ei säilyisi, joten operaatio B ei
ole sallittu. Operaatio A puolestaan on sallittu, jos pohja ja sivujana eivät risteä, kuten
verkossa K. Tapauksessa (3) b > s eli pohjalla on enemmän pisteitä kuin sivujanalla,
joten operaatio A ei ole sallittu. Operaatio B puolestaan on sallittu lukuun ottamatta
tilannetta, jossa b = s+ 1, koska silloin pohja ja sivujana risteävät, kuten verkossa L.
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Yhteenvetona saadaan, että kahdentyyppisten ositusten välillä on olemassa bijektio,
lukuun ottamatta verkkojen K ja L kaltaisia tapauksia, joissa pohja ja sivujana risteävät,
eikä kumpikaan operaatioista A ja B ole mahdollinen. Kun tarkastellaan tarkemmin niitä
verkkoja, joiden sivujanat ja pohjat risteävät, huomataan, että ne ovat porraslukujen
osituksia. Näissä tapauksissa luku n voidaan nyt kirjoittaa joko muotoon
k + (k + 1) + . . .+ (2k − 1) = 3k
2 − k
2
tai muotoon
(k + 1) + (k + 2) + . . .+ 2k =
3k2 + k
2
,
joissa k on porrasmuodossa olevan osituksen rivien lukumäärä. Esimerkiksi verkossa J
k = 3. Jos k on parillinen, luvulle n voidaan kirjoittaa yksi ositus enemmän parillisia kuin
parittomia osituksia. Jos taas k on pariton, on n:llä enemmän parittomia kuin parillisia
osituksia. Nyt siis E(n)−O(n) = 0 muulloin, paitsi kun n = 3k
2 ± k
2
, jolloin
E(n)−O(n) = (−1)k. Tämä todistaa viisikulmiolukulauseen. 
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4.3 Ositukset ja ositusfunktio p(n)
Viisikulmiolukulauseen kombinatorisessa todistuksessa hyödynnetään jonkin verran osi-
tuksia, eikä siis ole kovin yllättävää, ettei kyseinen todistus ole viisikulmiolukujen ainoa
yhteys osituksiin, vaan Euler käytti viisikulmiolukuja hyväkseen määritellessään ositus-
funktion.
Määritelmä 4.3.1 Positiivisen kokonaisluvun n ositus on luvun n esitystapa, jossa se
kuvataan tekijöidensä summana. Sama luku voi esiityä osituksessa useita kertoja, mutta
yhteenlaskettavien järjestyksellä ei ole merkitystä. Luvun kaikkien ositusten lukumäärää
kutsutaan ositusfunktioksi p(n). Määritellään lisäksi, että p(0) = 1 ja p(n) = 0, kun
n < 0.
Esimerkki 4.3.2 Luku 5 voidaan kirjoittaa summana
5 = 4 + 1
= 3 + 2
= 2 + 2 + 1
= 3 + 1 + 1
= 2 + 1 + 1 + 1
= 1 + 1 + 1 + 1 + 1
seitsemällä tavalla eli p(5) = 7.
Tällä tavalla laskemalla voidaan taulukoida kokonaislukujen ositusten lukumääriä.
Tässä on taulukoitu ositusten lukumäärät eli funktion p(n) arvot kymmenelle ensim-
mäiselle kokonaisluvulle:
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(n) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42
Ositusfunktion määrittäminen onnistuukin suhteellisen pienille luvuille melko helpos-
ti, kuten äskeisestä esimerkistä huomattiin, mutta taulukon loppupään lukujen ositusten
listaaminen alkaa olla jo melko työlästä. Siksi ositusfunktiolle p(n) onkin määritetty hel-
pompi laskutapa. Varsinaista ositusfunktion p(n) kaavaa kehitellessään Leonard Euler
keksi esittää ositusfunktion generoivien funktioiden avulla.
Määritelmä 4.3.3 Generoiva funktio lukujonolle (an)
∞
n=0 on
A(x) =
∞∑
n=0
anx
n = a0 + a1x+ a2x
2 + ...
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Generoivassa funktiossa symbolille x ei anneta lukuarvoja, vaan sen yläindeksi ilmaisee
symbolin x kertoimen paikan lukujonossa. Generoiva funktio on siis vain erilainen esitys-
tapa lukujonolle, mistä on toisinaan hyötyä.
Lause 4.3.4 Kaikille |x| < 1 pätee
∞∏
m=1
1
1− xm =
∞∑
n=0
p(n)xn, kun p(0) = 1.
Todistus. Jos jokainen tulon tekijä kirjoitetaan auki geometrisena sarjana, saadaan
∞∏
m=1
1
1− xm = (1 + x+ x
2 + ...)(1 + x2 + x4 + ...)(1 + x3 + x6 + ...) · · ·(4.4)
Nyt yhtälön oikean puolen sulkeet voidaan poistaa, kun käsitellään tulontekijöitä po-
lynomeina ja lasketaan polynomien kertolasku. Kun muodostuneet termit yhdistellään,
saadaan lauseke potenssisarjan muotoon
1 +
∞∑
k=1
A(k)xk.
Osoitetaan nyt, että A(k) = p(k).
Otetaan jokaisesta yhtälön (4.4) oikealla puolella esiintyvästä geometrisesta sarjasta
yksi termi niin, että ensimmäisestä sarjasta (1 + x+ x2 + ...) saadaan termi xk1 , toisesta
sarjasta (1+ x2+ x4+ ...) termi x2k2 , kolmannesta sarjasta (1+ x3+ x6+ ...) termi x3k3 ...
ja m:nnestä sarjasta (1+xm+x2m+ ...) termi xmkm , joissa ki ≥ 0. Näin saadaan aikaiseksi
tulo
xk1 · x2k2 · x3k3 · · · xmkm = xk,
jossa
k = k1 + 2k2 + 3k3 + ...+mkm.
Toisin ilmaistuna
k = 1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
k1kpl
+2 + 2 + ...+ 2︸ ︷︷ ︸
k2kpl
+...+m+m+ ...+m︸ ︷︷ ︸
kmkpl
,
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eli kyseessä on luvun k ositus. Koska jokainen k:n ositus tuottaa oman xk-terminsä ja
jokaisesta termistä xk saadaan aikaan luvun k ositus, on termin xk kerroin A(k) yhtä
suuri kuin luvun k ositusten määrä p(k) . Siis koska A(k) = p(k), niin
∞∏
m=1
1
1− xm = (1 + x+ x
2 + ...)(1 + x2 + x4 + ...)(1 + x3 + x6 + ...) · · ·
= 1 +
∞∑
k=1
A(k)xk
= 1 +
∞∑
k=1
p(k)xk
=
∞∑
k=0
p(k)xk.
Kun merkitään k = n, saadaan
∞∏
m=1
1
1− xm =
∞∑
n=0
p(n)xn,
ja lause on todistettu. 
Nyt lauseen 4.3.4 sekä viisikulmiolukulauseen avulla saadaan muotoiltua ositusfunk-
tiolle p(n) kaava.
Lause 4.3.5 p(n) = p(n−1)+p(n−2)−p(n−5)−p(n−7)+ ...?(−1)j+1p(n−nj)+ ...,
jossa nj =
3j ± j
2
.
Todistus.
1 =
∞∏
k=0
1
1− xk ·
∞∏
k=0
1− xk
=
∞∑
k=0
p(k)xk ·
∞∑
−∞
(−1)mx 3m
2−m
2
=
∑
(−1)mp(k) · xk+ 3m
2−m
2
=
∞∑
n=0
xn ·
∑
n=k+ 3m
2−m
2
(−1)mp(k)
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Sijoitetaan nyt yhtälöön k = n − 3m2−m
2
. Koska k ≥ 0, niin n − 3m2−m
2
≥ 0, jolloin
n ≥ 3m2−m
2
:
=
∞∑
n=0
xn ·
∑
n≥ 3m2−m
2
(−1)mp(n− 3m
2 −m
2
).
Kun n = 0, niin
x0 = 1 ja
∞∑
0≥ 3m2−m
2
(−1)mp(0− 3m
2 −m
2
) = 1,
jolloin yhtälö saadaan muotoon
1 = 1 +
∞∑
n=1
xn ·
∑
n≥ 3m2−m
2
(−1)mp(n− 3m
2 −m
2
),
0 =
∞∑
n=1
xn ·
∑
n≥ 3m2−m
2
(−1)mp(n− 3m
2 −m
2
)
Toisaalta nyt kaikkien termien xn kertoimien täytyy olla nollia, jotta yhtälön oikean puolen
arvoksi tulisi myös nolla. Nyt voidaan siis merkitä
0 =
∑
n≥ 3m2−m
2
(−1)mp(n− 3m
2 −m
2
)
= p(n)− p(n− 1)− p(n− 2) + p(n− 5) + p(n− 7)− ..., kun m = 0,±1,±2, ...,
jolloin pätee
p(n) = p(n− 1) + p(n− 2)− p(n− 5)− p(n− 7) + ...
ja lause on siten todistettu. 
Esimerkki 4.3.6 Luvun 11 ositusten lukumäärä saadaan siis laskettua
p(11) = p(11− 1) + p(11− 2)− p(11− 5)− p(11− 7) + p(11− 12) + p(11− 15)
= p(10) + p(9)− p(6)− p(4) + p(−1) + p(−4)
= 42 + 30− 11− 5 + 0 + 0
= 56
28
Lauseen 4.3.5 avulla saadaan siis rekursiivinen kaava ositusfunktiolle p(n), mutta il-
man aiemmin esitetyn taulukon kaltaisia taulukoita senkään avulla ei saada määritettyä
ositusten lukumäärää. Kaava helpottaa kuitenkin ositusfunktion määrittämistä huomat-
tavasti, kuten esimerkistä 4.3.6 huomataan.
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Luku 5
Opetuspaketti monikulmioluvuista
Perusopetuksen opetussuunnitelmassa matematiikan opetuksella on erilaisia tavoitteita.
Opetuksella pyritään saamaan oppilaille valmiudet eri matematiikan osa-aluieilla, kuten
algebrassa ja geometriassa, mutta sisältötavoitteiden kanssa yhtä merkittävään osaan on
nostettu myös ajattelun taitojen ja menetelmien kehittäminen. Perusopetuksen oppikirjo-
jen tehtävät tukevat kuitenkin melko vähän matemaattisen ajattelun kehittymistä, koska
tehtävien tarkoituksena on luoda perustaidot opeteltavasta asiasta, jolloin ajattelulle ei
jää paljon tilaa.
Monikulmiolukuja käsittelevässä opetuspaketin tehtävillä pyritään kehittämään oppi-
laiden matemaattista ajattelua. Pakettiin on valittu sellainen aihe, jota ei normaalisti pe-
ruskoulussa käsitellä, jotta paketin käyttäjälle ei tulisi kiusausta sivuuttaa matemaattisen
ajattelun harjaannuttamista. Koska koulussa aikataulu on usein tiukka, ei ylimääräisiä si-
sältöjä ja tehtäviä pystytä todennäköisesti ottamaan mukaan opetukseen. Opetuspaketin
tarkoituksena onkin toimia ensisijaisesti eriyttämis- ja harrastetoimintapakettina.
30
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OPETUSPÄKETIN TÄVOITTEET 
Monikulmiolukuja käsittelevän opetuspaketin tavoitteena on ensisijaisesti kehittää yläkoululaisten 
matemaattista ajattelua. Tarkoituksena olisi saada oivaltamisen kokemuksia siitä, kun ymmärtää itse jonkin 
säännönmukaisuuden tai ominaisuuden. Monikulmioluvut eivät kuulu yläkoulun opetettaviin sisältöihin, 
mutta niiden avulla pystytään lähestymään erityyppisiä matematiikan osa-alueita, jotka kuuluvat yläkoulun 
matematiikan oppimäärään. Osa paketin matemaattisista sisällöistä ylittää yläkoulun vaatimukset, mutta 
tarkoituksena olisi, että paketti toimisi johdatuksena hieman erilaiseen matematiikkaan ja loisi oppilaille 
kuvaa matemaattisesta osoittamisesta ja todistamisesta. Sopivasti tuettuina oppilaat pystyvät usein 
saavuttamaan normaalia parempia tuloksia, mutta saamaan lisäksi onnistumisen kokemuksia. Erilaisella 
lähestymistavalla voidaan lisäksi innostaa joitakin yksilöitä matematiikan opiskeluun, vaikka he yleisesti 
ottaen kokisivat matematiikan ikävänä ja vaikeana oppiaineena. 
 
Paketti sisältää historiaosuuden, teoriaa ja tehtäviä, joita kannattaa käyttää joustavasti vuorotellen. 
Teoriaosuudessa asiat on kerrottu suoraan esimerkkien avulla, joten oivaltamisen kokemuksien 
aikaansaamiseksi sitä ei välttämättä kannata jakaa suoraan ainakaan kaikille oppilaille heti opiskelun aluksi. 
Pienempiin palasiin pilkotuilla vihjeillä oppilaat voivat itse pohdiskella tehtäviä ja ajatella rauhassa.  
 
Paketti toimii hyvin eriyttävässä opetuksessa, sillä kaikkien oppilaiden ei tarvitse edetä kokonaisuuksissa 
yhtä pitkälle, vaan osalle riittää perustason tehtävät. Toisaalta opettajalle vapautuu resursseja auttaa ja 
ohjata, kun oppilaat pohtivat tehtäviä ryhmissä yhteistyöllä. Ryhmäjaossa tulee kuitenkin huomioida se, 
ettei ryhmiin jäisi vapaamatkustajia, jotka surffaavat eteenpäin muun ryhmän tiedoilla antamatta itse 
yhteistyölle minkäänlaista panosta. Opetuspaketti on tarkoitettu varsinaisesti opettajan käyttöön, eikä 
suoraan oppilaita varten. 
 
Opetuspaketti ja perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 
 
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa kuvataan oppimista sellaisen oppimiskäsityksen valossa, 
jossa oppimisen tulee olla yksilöllistä ja yhteisöllistä tietojen ja taitojen rakentamista. Opiskelutapojen tulee 
olla vaihtelevia niin, että yksin työskentelyn lisäksi tietorakennetta kehitetään myös vuorovaikutuksessa 
opettajan ja vertaisryhmän kanssa. Tietojen ja taitojen oppimisen lisäksi tulisi omaksua erilaiset itselleen 
sopivat oppimis- ja työskentelytavat, jotka ovat elinikäisen oppimisen edellytyksiä. Oppilaiden tulisi 
huomata myös se, ettei kukaan pysty kaatamaan tietoa häneen, mutta aktiivisella ja tavoitteellisella 
toiminnalla hän pystyy laajentamaan osaamistaan. 
 
Tässä opetuspaketissa pyritään siihen, että oppilaat työskentelisivät aktiivisesti ongelmanratkaisijoina ja 
pyrkisivät itsenäisesti tai ryhmässä selvittämään erilaisia monikulmiolukujen ominaisuuksia. Opetuspakettiin 
sisältyy paljon erityyppistä matematiikkaa, joten ryhmäläisten erilaiset vahvuudet pääsevät hyvin esille, jos 
he osaavat yhdistää tietojaan. Eräänä tärkeänä tavoitteena olisikin se, että oppilaat ymmärtäisivät 
ryhmätyöskentelyn voiman matematiikan opiskelussa: yksin saattaa jäädä junnaamaan samaan kohtaan 
pitkäksi aikaa, mutta kaverin antama pieni vinkki tai suurempi oivallus auttaa jälleen eteenpäin. Kun 
oppilaat huomaisivat tämän piirteen matematiikan opiskelussa, heidän työskentelytapansa ottaisivat suuren 
edistysaskeleen. Mitä aiemmin yhteistyöhön perustuvan opiskelutyylin oivaltaa, sitä enemmän siitä saa irti, 
koska oma ajattelukin kehittyy käytyjen keskustelujen pohjalta. 
 
Opetussuunnitelman perusteissa puhutaan myös työtapojen valinnasta. Opetussuunnitelman perusteiden 
mukaan työtavat tulisi valita niin, että ne 
 virittävät halun oppia 
 ottavat huomioon oppimisen prosessuaalisen ja tavoitteellisen luonteen 
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 aktivoivat työskentelemään tavoitteellisesti 
 edistävät jäsentyneen tietorakenteen muodostumista sekä taitojen oppimista ja niissä 
harjaantumista 
 kehittävät tiedon hankkimisen, soveltamisen ja arvioimisen taitoja 
 tukevat oppilaiden keskinäisessä vuorovaikutuksessa tapahtuvaa oppimista 
 edistävät sosiaalista joustavuutta, kykyä toimia rakentavassa yhteistyössä sekä vastuun kantamista 
toisista 
 kehittävät valmiuksia ottaa vastuuta omasta oppimisesta, arvioida sitä sekä hankkia palautetta 
oman toiminnan reﬂektointia varten 
 auttavat oppilasta tiedostamaan omaa oppimistaan sekä mahdollisuuksiaan vaikuttaa siihen 
 kehittävät oppilaan oppimisstrategioita ja taitoja soveltaa niitä uusissa tilanteissa. *OPS+ 
Tässä opetuspaketissa nämä työskentelytapojen erityispiirteet pääsevät esille hyvin, koska oppilaat joutuvat 
venymään jollain muotoa osaamisensa äärirajoille, etsimään ja arvioimaan tietoa, tekemään yhteistyötä ja 
ottamaan vastuun omasta oppimisestaan, koska opettaja ei ehdi olla opastamassa jokaista, kun kaikki 
etenevät hieman eri tahtiin. Toisaalta pulmatyyppiset tehtävät motivoivat usein myös sellaisia oppilaita, 
jotka eivät muuten pidä matematiikasta niin paljon. 
 
Opetuspaketti toteuttaa oikein käytettynä useita perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden 
matematiikan yleisistä tavoitteista: Kun monikulmiolukuja käsitteleviä tehtäviä tehdään pitkälti itsenäisesti 
ja ryhmätyönä, joutuu oppilas harjoittelemaan omiin ajatuksiinsa, mutta myös toisten oppilaiden ideoihin 
luottamista, koska opettaja ei ole koko ajan jakamassa valmiita vastauksia. Tavallisista kirjan tehtävistä 
poikkeavien harjoitusten avulla oppilaat pääsevät harjoittelemaan loogista ja luovaa ajattelua. 
Ryhmätyöskentely takaa sen, että oppilaan täytyy ilmaista oma kantansa yksiselitteisesti ja perustella 
ajatuksen ja toimintansa muille, jotta muut voivat vakuuttua ajatuksen toimivuudesta. Tehtäviä tehdessä 
kaikki ratkaisut eivät varmasti synny heti tehtävänantoa katsoessa, joten oppilaat pääsevät harjoittelemaan 
myös kysymysten esittämistä havaintojensa perusteella. Kun opetuspaketin tehtävissä mennään eteenpäin, 
oppilaan tulisi huomata, kuinka tärkeitä käsitteiden määritteleminen sekä sääntöjen olemassa olo ovat ja 
samalla heidän tulisi oppia näkemään säännönmukaisuuksia ainakin lukujonoissa. 
 
Opetuspaketin pääpaino on siis matemaattisen ajattelun kehittämisessä. Paketin tekemisen aikana olisikin 
tarkoitus huomata ajattelua tukevien piirrosten ja välineiden käytön luomat mahdollisuudet, harjoitella 
matemaattisen todistamisen perusajatuksia sekä oppia etsimään riippuvuuksia ja esittämään niitä. Lisäksi 
opetuspaketti tarjoaa pienen palan matematiikan historiaa, joka jää helposti koulumatematiikassa melko 
vähälle. Opetuspaketin viimeisessä osiossa harjoitellaan myös käyttämään dynaamista matematiikan 
havainnollistusohjelma GeoGebraa, joka tuo mukanaan opetuspakettiin tieto- ja viestintätekniikan 
integroinnin opetukseen. Lisäksi GeoGebra-tehtävät antavat osviittaa geometrisista konstruktioista, joita 
yläkoulussa ehditään tekemään valitettavan vähän. 
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MONIKULMIOLUKUJEN HISTORIÄÄ 
 
Monikulmiolukujen käsitteen määritteli ensimmäisen kerran kreikkalainen matemaatikko Hypsicles ( 190 – 
120 e.a.a.) vuonna 170 e.a.a. Vaikka muutkin matemaatikot käyttivät monikulmiolukuja hyväkseen, pidetään 
Hypsiclestä lukujen isänä, koska hänen uskotaan kehittäneen kaavan k:nnelle n-kulmiolle eli keksineen tavan 
määritellä monikulmiolukuja. Kaavan avulla pystytään selvittämään, kuinka monta pistettä on sellaisessa 
monikulmioluvussa, jossa on n sivua ja jokaisella sivulla k pistettä. 
 
Monikulmiolukuja hyödynnettiin siis jo ennen kuin Hypsicles kehitteli niille määritelmän. On olemassa 
todisteita siitä, että Hypsiclestä edeltäneet antiikin Kreikan matemaatikot olisivat käyttäneet kuviolukuja 
omien teorioidensa tukena. Eräänä tunnettuna esimerkkinä voidaan pitää Pythagoraan lausetta, jonka 
Pythagoras (582 – 496 e.a.a.) kehitteli jo ennen Hypsicleksen syntymää.  Pythagoraan lauseessa osoitettiin, 
että sellaisten neliöiden, joiden sivujen pituudet ovat samat kuin suorakulmaisen kolmion suoran kulman 
viereisten sivujen pituudet, pinta-alojen summa on yhtä suuri kuin sellaisen neliön, jonka sivun pituus on 
suorakulmaisen kolmion kolmannen sivun eli hypotenuusan pituus, pinta-ala. Pythagoras kehitteli lauseen 
alla olevan kuvion avulla ja hyödynsi siis samalla kuviolukuja. 
 
 
 
Muihin tärkeisiin monikulmiolukuja hyödyntäneisiin matemaatikkoihin kuuluvat Theon Smyrnalainen 
( n. 70–135) ja Nicomachus (60-120), jotka kehittelivät yhteyksiä eri monikulmiolukujen välille. Omilla 
tavoillaan he muodostivat alemman kertaluvun monikulmioluvuista kombinaatioita, jotka olivat uusia 
monikulmiolukuja. Eräs uudempi monikulmiolukujen sovellus on myös Pascalin kolmio, jonka taustalla 
voi helposti nähdä kolmioluvut, jotka ovat kolmion muotoon aseteltuja pistejoukkoja. Pascalin kolmiossa 
kolmiolukujen pisteet on nyt korvattu luvuilla, mutta muoto on sama. 
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*8.+ 
 
Myös ranskalainen lakimies ja matemaatikko Pierre de Fermat (17.8.1601 – 12.1.1665) tutki urallaan 
monikulmiolukuja. Hän esitti, että jokainen kokonaisluku voidaan esittää enintään kolmen kolmioluvun (Tn) 
summana. Fermat’n lauseen pohjana käytettiin lukua 100, joka voidaan esittää useammalla tapaa 
kolmiolukujen summana: 
(1) 100 = 91 + 6 + 3 = T13 + T3 + T2 
(2) 100 = 45 + 55 = T10 + T9 
Carl Friedrich Gauss (30.4.1777 – 23.2.1855) todisti tämän kolmiolukuja koskevan tuloksen 1796. Vuonna 
1813 Augustin-Louis Cauchy (21.8.1789 – 23.5.1857) todisti lauseelle yleisen tuloksen, jonka mukaan mikä 
tahansa kokonaisluku voidaan esittää enintään n:n n-kulmioluvun summana ja tulosta alettiin nimittää 
Fermat’n monikulmiolukulauseena. 
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MONIKULMIOLUVUT 
 
Monikulmioluku on sellainen luku, jota vastaava määrä pisteitä voidaan asetella säännöllisen monikulmion 
muotoon. Monikulmiolukuja ovat esimerkiksi kolmioluvut, 
 
 
neliöluvut, 
 
 
viisikulmioluvut 
 
 
 
ja kuusikulmioluvut. 
 
 
Monikulmioluvut ovat yhdentyyppisiä kuviolukuja ja niitä saadaan muodostettua mille tahansa 
säännölliselle monikulmiolle. 
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Monikulmioluvut muodostavat sarjan kuvioita, jotka ovat aina kehitelmiä sarjan edellisestä kuviosta. 
Seuraava monikulmioluku saadaankin muodostettua niin, että edellinen monikulmioluku piirretään ensin ja 
kuvion kahta sivua jatketaan sitten yhdellä pisteellä. Esimerkiksi kolmas kuusikulmioluku saadaan, kun 
toisen kuusikulmioluvun kahta sivua jatketaan ensin yhdellä pisteellä: 
 
 
Tämän jälkeen kuvion jokaiselle jäljelle olevalle sivulle täydennetään pisteitä niin, että kaikilla sivuilla on 
sama määrä pisteitä: 
 
 
 
Ja sitten pisteet yhdistetään janoilla, jolloin esimerkin tapauksessa saadaan aikaiseksi kolmas 
kuusikulmioluku 15. 
 
 
Lukuja saadaan muodostettua äärettömän paljon lisäämällä aina edelliseen kuvioon yksi pisterivi lisää: 
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Monikulmiolukujen sivujen pituudet kasvavat siis niin, että ensimmäisen monikulmioluvun jokaisella sivulla 
on yksi piste, toisen monikulmioluvun jokaisella sivulla on kaksi pistettä, kolmannen monikulmioluvun 
jokaisella sivulla on kolme pistettä ja niin edelleen. 
Tehtävät 
 
1. Muodosta geolaudan avulla 
a. neljäs kolmioluku 
b. kuudes neliöluku 
c. kolmas seitsemänkulmioluku 
d. toinen yhdeksänkulmioluku 
e. neljäs kahdeksankulmioluku 
 
2. Muodosta nyt tulitikkujen avulla kaikki tehtävän 1 luvut. 
 
 
3. Piirrä monikulmioluku ja kirjoita ylös sen lukuarvo: 
 
a. viides kolmioluku, 
b. neljäs kuusikulmioluku, 
c. seitsemäs viisikulmioluku, 
d. toinen kahdeksankulmioluku. 
 
 
 
4. Tulkitse monikulmioluku luvulla 
 
a.  
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b.  
 
 
 
c.  
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MONIKULMIOLUKUJEN OMINÄISUUKSIÄ 
Monikulmioluvuille on olemassa yleinen kaava, jonka avulla kuvion pisteiden määrä saadaan selvitettyä. Jos 
n on monikulmion sivujen lukumäärä, niin k:nnen n-kulmioluvun kaava on 
 
𝑀(𝑛, 𝑘) = (
𝑛
2
− 1) 𝑘2 − (
𝑛
2
− 2) 𝑘. 
 
Nyt siis esimerkiksi seitsemäs kuusikulmioluku saadaan laskettua, kun sijoitetaan äskeiseen kaavaan n = 6 ja 
k = 7: 
      𝑀(6,7) = (
6
2
− 1) 72 − (
6
2
− 2) ∙ 7 
                         =  (3 − 1) ∙ 49 −  (3 − 2) ∙ 7 
  = 2 ∙ 49 − 1 ∙ 7 
= 98 − 7 = 91 
 
Sen lisäksi, että monikulmiolukujen yleisellä kaavalla saadaan laskettua yksittäisiä monikulmiolukuja, kuten 
M(6, 7), voidaan kaavasta ratkaista yleinen kaava esimerkiksi kuusikulmioluvuille M(6, k): 
 
𝑀(6, 𝑘) =  (
6
2
− 1) 𝑘2 − (
6
2
− 2) ∙ 𝑘 
                  =  (3 − 1) ∙ 𝑘2 −  (3 − 2) ∙ 𝑘  
         = 2𝑘2 − 𝑘 = 𝑘(2𝑘 − 1) 
 
Merkinnän lyhentämiseksi ensimmäisille monikulmioluvuille on kehitetty omat lyhenteet niin, että 
esimerkiksi k:nnetta kolmiolukua ei merkitä M(3, k), vaan Tk. (T tulee englanninkielisestä sanasta triangular 
number , joka tarkoittaa kolmiolukua.) Monikulmiolukujen arvoja on myös usein listattu taulukkoon, jotta 
kaikissa tilanteissa niitä ei tarvitsisi ensin laskea. Alla olevaan taulukkoon on listattu kymmenen ensimmäistä 
monikulmiolukua kolmioluvuista kymmenkulmiolukuihin. Taulukossa näkyy myös kullekin 
monikulmiolukuryhmälle annettu lyhenne. Taulukkoa tarkastelemalla voi havaita erilaisia 
säännönmukaisuuksia ja riippuvuuksia monikulmiolukujen välillä. 
 
Taulukon alimmalle riville onkin listattu eräs riippuvuus monikulmiolukujen välillä, sillä sieltä löytyy kunkin 
sarakkeen lukujen välinen erotus eli se erotus, joka on esimerkiksi viidennen viisi- ja kuusikulmioluvun tai 
kuusi- ja seitsemänkulmioluvun välillä. Kun alinta riviä katselee tarkemmin, voi huomata, että erotusten 
muodostaman lukujonon luvut ovat oikeastaan kolmiolukuja. Huomataan siis, että monikulmiolukujen  
M(n, k) ja M(n-1, k) erotus on aina kolmioluku Tk-1: 
 
𝑀(𝑛, 𝑘) − 𝑀(𝑛 − 1, 𝑘) = 𝑇𝑘−1 
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 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 
kolmioluvut  
(Tk) 
1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 
neliöluvut  
(Sk) 
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 
viisikulmioluvut  
(Pk) 
1 5 12 22 35 51 70 92 117 145 
kuusikulmioluvut 
 (Hexk) 
1 6 15 28 45 66 91 120 153 190 
seitsemänkulmioluvut 
(Hepk) 
1 7 18 34 55 71 112 148 189 235 
kahdeksankulmioluvut 
(Ok) 
1 8 21 40 65 86 133 176 225 280 
yhdeksänkulmioluvut 
(Nk) 
1 9 24 46 75 111 154 204 261 325 
kymmenkulmioluvut 
(Dk) 
1 10 27 52 85 126 175 232 297 370 
erotus 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 
 
Monikulmioluvut saadaan johdettua yleisen kaavan lisäksi myös tarkastelemalla niiden erotuksia. 
Esimerkiksi viisikulmiolukujen erotuksia tarkastelemalla löydetään sääntö, jonka avulla saadaan jatkettua 
lukujonoa. Kun lasketaan kahden peräkkäisen viisikulmioluvun erotus ja kirjataan ja lukujen väliin saadaan 
seuraava kuvio: 
 
1 5 12 22 35 51 
             4                         7                        10                     13                       16 
 
Kuviosta ei vielä suoraan näe selkeää sääntöä, miten viisikulmiolukuja saadaan muodostettua, mutta kun 
katsotaan tarkemmin peräkkäisten lukujen erotuksia, huomataan, että peräkkäisten erotusten erotus on 
aina 3: 
 
1 5 12 22 35 51 
             4                         7                        10                     13                       16 
 3 3 3 3 
 
Jonon seuraava viisikulmioluku saadaan siis, kun lisätään lukuun 51 edellinen erotus 16 sekä luku 3: 
 
1 5 12 22 35 51 70 
             4                         7                        10                     13                       16                    19 
 3 3 3 3 3 
 
Muillekin monikulmioluvuille voidaan erotuksia tarkastelemalla saada aikaan sääntö, jolla lukujonoa 
saadaan jatkettua. Erotuksien tarkastelu voi kuitenkin olla melko työlästä, joten erotusten laskemisen sijaan 
usein käytetään erotusten pohjalta muodostettua kaavaa. Monikulmioluku M(n,k) saadaan muodostettua 
myös summakaavan 
 
∑ (𝑛 − 2)𝑚 − 𝑛 + 3
𝑘
𝑚=1
, 
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jossa n on monikulmion kulmien lukumäärä ja k kertoo kuinka monennesta n-kulmioluvusta on kyse, avulla. 
Esimerkiksi viisikulmiolukujen yleinen termi erotuksille on (5-2)m – 5 + 3 = 3m – 2 ja neljäs viisikulmioluku 
saadaan laskettua 
 
∑ 3𝑚 − 2
4
𝑚=1
= 3 ∙ 1 − 2 + 3 ∙ 2 − 2 + 3 ∙ 3 − 2 + 3 ∙ 4 − 2 
= 1 + 4 + 7 + 10 = 22. 
 
Tehtävät 
 
Tehtävät 1-3 soveltuvat parhaiten johdattelutehtäviksi ennen teoriaosuutta. 
 
1. Mitkä ovat lukujonon kolme seuraavaa termiä? 
a. 1, 3, 5, 7, 9, … 
b. 1, 5, 9, 13, 17, … 
c. 1, 4, 9, 16, 25, … 
d. 1, 8, 21, 40, 65, … 
e. 1, 5, 12, 22, 35, … 
f. 1, 3, 6, 10, 15, … 
g. 1, 9, 24, 46, 75, … 
 
2. Tarkastele alla olevaa kuviota ja mieti, mitä se kuvaa. 
 
1 3 6 10 15 
             2                        3                        4                          5 
 1 1 1 
 
 
3. Tarkastele monikulmiolukutaulukkoa ja mieti, millaisesta lukujonosta neliöluvuissa ja 
seitsemänkulmioluvuissa on kyse. Miten edellisten termien avulla voidaan päätellä, mikä termi on 
seuraava, entä sitä seuraava? 
 
4. Tarkastele monikulmiolukutaulukkoa ja pyri löytämään siitä mahdollisimman paljon erilaisia 
sääntöjä ja säännönmukaisuuksia. Vihje: Kannattaa keskittyä esimerkiksi monikulmiolukujen 
erotuksiin. 
 
 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 
kolmioluvut  
(Tk) 
1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 
neliöluvut  
(Sk) 
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 
viisikulmioluvut  
(Pk) 
1 5 12 22 35 51 70 92 117 145 
kuusikulmioluvut 
 (Hexk) 
1 6 15 28 45 66 91 120 153 190 
seitsemänkulmioluvut 
(Hepk) 
1 7 18 34 55 71 112 148 189 235 
kahdeksankulmioluvut 
(Ok) 
1 8 21 40 65 86 133 176 225 280 
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yhdeksänkulmioluvut 
(Nk) 
1 9 24 46 75 111 154 204 261 325 
kymmenkulmioluvut 
(Dk) 
1 10 27 52 85 126 175 232 297 370 
 
 
5. Selvitä, miksi 
a. kymmenkulmioluvut ovat saaneet lyhenteen Dk, 
b. viisikulmioluvut ovat saaneet lyhenteen Pk, 
c. neliöluvut ovat saaneet lyhenteen Sk, 
d. kahdeksankulmioluvut ovat saaneet lyhenteen Ok. 
 
6. Ratkaise monikulmiolukujen yleisen kaavan avulla 
a. luku M(5, 8), 
b. luku M(10, 7), 
c. yleinen kaava neliöluvuille, 
d. yleinen kaava yhdeksänkulmioluvuille 
e. summakaava kymmenkulmioluvuille. 
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MONIKULMIOLUVUT GEOGEBRÄLLÄ 
 
Tässä osiossa harjoitellaan piirtämään monikulmiolukuja dynaamisen piirto-ohjelma GeoGebran avulla. 
Tehtävien tarkoituksena on, että oppilaat oppivat käyttämään GeoGebran eri työvälineitä ja konstruoimaan 
monikulmiolukuja. 
 
Harjoitus I: 5. kolmioluku 
 
1. Valitse yläpalkista Näytä  Koordinaattiruudusto ja Näytä  Algebraikkuna. 
 
 
2. Valitse säännöllinen monikulmio -työkalu   
 ja piirrä sitten haluamiisi kohtiin kaksi pistettä. Esiin tulee ruutu, jossa kysytään säännöllisen 
monikulmion kärkipisteiden lukumäärä. Kirjoita kenttään 3. 
 
 
3. Klikkaa Algebraikkunassa kuvio1 näytä objekti -painiketta ja piilota monikulmio. 
    
4. Valitse työkaluriviltä Jana -painike ja luo janat kolmion pisteiden välille.  
 
5. Valitse Suora -työkalu ja jatka kaksi kolmion kyljistä suoriksi.   
6. Valitse sitten Ympyrä -työkalu  
ja piirrä kolmion kylkien jatkeille ympyrät käyttäen keskipisteinä niitä pisteitä, joita yhdistää jana ja 
säteen päätepisteenä kolmion viimeistä kärkipistettä. 
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7. Piirrä ympyröiden ja suorien leikkauspisteet Leikkauspiste -työkalulla.  
8. Yhdistä syntyneet leikkauspisteet janalla ja luo janalla keskipiste Keskipiste -työkalulla.   
9. Valitse Algebraikkunasta kohdassa 6 piirtämäsi ympyrät ja piilota ne. 
 
 
10. Piirrä nyt uudet ympyrät käyttäen keskipisteenä kohdan 9 leikkauspisteitä ja säteen päätepisteinä 
edellisen ympyrän keskipistettä.  
 
11. Piirrä kohdassa 5 piirrettyjen suorien sekä uusien ympyröiden leikkauspisteet ja yhdistä ne janalla. 
 
12. Piilota kohdassa 10 piirtämäsi ympyrät ja piirrä uudet ympyrät käyttämällä hyväksi kohdassa 11 
piirrettyjä leikkauspisteitä.  
 
13. Piirrä ympyröiden leikkauspisteet kohdan 5 suorien ja kohdan 11 janan kanssa, ja yhdistä sitten 
alkuperäisen kolmion kylkien jatkeilla olevat leikkauspisteet janalla.  
 
14. Piirrä kohdassa 13 piirretylle janalle keskipiste. Piirrä uusi ympyrä, jonka keskipisteenä toimii äsken 
piirretyn janan keskipiste ja säteen päätepisteenä kohdassa 13 piirretty janan ja ympyrän 
leikkauspiste.     
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15. Piirrä äsken syntyneen ympyrän ja janan leikkauspisteet ja piilota sitten kohdissa 12 ja 14 piirretyt 
ympyrät. Piilota vielä alussa piirretyt suorat, jotka toimivat kolmion kylkien jatkeina.  
 
16. Piirrä uloimmalle kolmiolle kylkijanat Jana -työkalulla, mikäli ne puuttuvat.  
 
17. Maalaa vielä hiirellä pisteet ja klikkaa sitten hiiren oikeaa painiketta ja valitse Ominaisuudet… ja 
vaihda pisteiden väri haluamaksesi. Voit vielä muuttaa kuvion koon sopivaksi. 
  
 
Konstruktiosi on valmis! 
 
Harjoitus II: 4. neliöluku 
1. Valitse yläpalkista Näytä  Koordinaattiruudusto ja Näytä  Algebraikkuna. 
 
 
 
2. Valitse säännöllinen monikulmio -työkalu  
 
 ja piirrä sitten haluamiisi kohtiin kaksi pistettä. Esiin tulee ruutu, jossa kysytään säännöllisen 
monikulmion kärkipisteiden lukumäärä. Kirjoita kenttään 4. 
 
3. Klikkaa Algebraikkunassa kuvio1 näytä objekti -painiketta ja piilota monikulmio. 
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            
 
 
4. Jatka kaksi neliön viereistä sivua suoriksi Suora -työkalun avulla.   
5. Piirrä Ympyrä -työkalulla ympyrät,  
 joiden keskipisteinä ovat ne neliön kärkipisteet, jotka ovat neliön sivujen jatkeilla, ja säteen 
päätepisteenä se kärkipiste, jonka kautta molemmat suorat kulkevat. 
 
6. Piirrä kohdassa 4 piirrettyjen suorien ja kohdassa 5 piirrettyjen ympyröiden leikkauspisteet 
Leikkauspiste -työkalulla, ja piilota tämän jälkeen ympyrät.   
                     
7. Piirrä Normaali -työkalulla neliön sivujen jatkeille normaalit, jotka kulkevat kohdassa 6 piirrettyjen 
leikkauspisteiden kautta.  
 
 
8. Piirrä kohdassa 7 piirrettyjen normaalien leikkauspisteet.   Määritä tämän jälkeen syntyneiden 
janojen keskipisteet Keskipiste -työkalulla.  
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9. Piirrä ympyrät, joiden keskipisteinä ovat ne uloimman neliön kärkipisteet, jotka ovat kohdassa 4 
piirretyillä suorilla ja määritä suorien ja ympyröiden leikkauspisteet.   
 
10. Piilota tämän jälkeen kohdassa 10 piirtämäsi ympyrät ja piirrä kohdassa 4 piirretyille suorille kohdan 
9 leikkauspisteiden kautta kulkevat normaalit ja määritä niiden leikkauspiste.  
 
 
11. Piirrä kohdissa 7 ja 10 piirrettyjen normaalien leikkauspisteet.  ja piilota kaikki piirtämäsi 
suorat, mukaan lukien normaalit. 
 
12. Piirrä janat uloimpien pisteiden muodostavan neliön reunoille. Täydennä puuttuvat pisteet 
Keskipiste -työkalun avulla, jotta kuviossa on yhtä monta pistettä kuin neljännessä neliöluvussa. 
Täydennä kuvioon vielä tarvittavat janat, jotta se kuvaa neliölukua.  
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13. Maalaa vielä hiirellä pisteet ja klikkaa sitten hiiren oikeaa painiketta ja valitse Ominaisuudet… ja 
vaihda pisteiden väri haluamaksesi. Voit vielä muuttaa kuvion koon sopivaksi. 
   
 
 
Nyt konstruktio on valmis! 
 
 
Harjoitus III: Mielivaltainen monikulmioluku 
 
Valitse jokin monikulmioluku ja piirrä se GeoGebran avulla. Voit hyödyntää harjoituksia I ja II, jotta saat 
konstruoitua sellaisen kuvion, että sen kokoa pystyy muuntelemaan yhdestä pisteestä siirtelemällä. Voit 
myös haastaa vierustoverisi piirtämään samaisen kuvion. 
 
 
 
